© ETH Zurich Technical Report IFAP/ETH/CC-01/95

Komplexitat und Messung von Komplexitat

Autor:
M. Fluckiger & M. Rauterberg

Technical Report IFAP/ETH/CC-01/95

Institut fir Arbeitspsychologie
ETH Zlrich

1995

Seite 1/31



© ETH Zurich Technical Report IFAP/ETH/CC-01/95

Abstract

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit Komplexitat und der Messung von
Komplexitat. Es wird eine Sammlung mehr und minder gangiger
Komplexitatsmasse vorgestellt. Die Definitionen der einzelnen Masse sind, was
ihre Préazision, Anwendbarkeit und ihr Herkunftsgebiet betrifft, sehr
unterschiedlich. Trotzdem erscheinen immer wieder gleiche ldeen und Muster
dahinter. Die wichtigsten Masse sind Berechnungskomplexitét, algorithmische
Komplexitat, logische Tiefe und thermodynamische Tiefe.

Dannach wird auf die Eigenschaft von Komplexitatsstufen von ver-
schiedenen Systemen eingegangen und weitere Anséatze gesammelt.

Schliesslich wird versucht, einige qualitative Unterschiede und
Gemeinsamkeiten zwischen Komplexitatsmassen aufzuzeigen. Dabei werden
die Begriffe Tiefe vs. Breite, Objektivitat vs. Subjektivitat, hierarchisch vs.
kontinuierlich, sowie Schwierigkeit und Verstandlichkeit vs. Komplexitat
untersucht. Bei der Untersuchung der den Komplexitdtsmassen zugrunde
liegenden Modellen wird ersichtlich, dass diese Modelle entscheidenden
Einfluss auf das Komplexitdtsmass haben. Insbesondere wird die Meinung
vertreten, dass die Touringmaschine als Modell fir Komplexitat zu schwach
ist.
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1. Einleitung: Begriffliches

In diesem Abschnitt geht es darum, dem Begriff Komplexitat zuerst mit um-
gangssprachlichen Mitteln, dann aber etwas genauer vom Wesen her, auf die Spur
zu kommen.

Ganz allgemein beschreibt die Komplexitat eine Eigenschaft eines Systems.
Sie beschreibt die Struktur, den inneren Aufbau.

Bei einer kleinen Umfrage in meinem Kollegenkreis, was Komplexitat sei, ka-
men in den Antworten sehr haufig die Ausdricke Unverstandlichkeit und Schwie-
rigkeit vor. Die Komplexitat eines Systems ist hoch, wenn es schwer verstandlich ist.
Sie ist ausserdem hoch, wenn das Losen einer Aufgabe schwierig ist. Ein weiteres
Kriterium ist die Vorhersagbarkeit des Verhaltens eines Systems. Ein System gilt als
komplex, wenn Uber sein Verhalten nichts oder nur wenig ausgesagt werden kann.
Vorhersagbarkeit und Verstandlichkeit sind mindestens korreliert.

Casti [Casti 1994] nennt folgende Eigenschaften komplexer Systeme: Sie ha-
ben keine zentrale Steuerungseinheit, sondern bestehen aus vielen, kommunizie-
renden Einheiten. Weiterhin gibt es viele Ruickkoppelungen innerhalb des Systems.
Das wichtigste Merkmal aber ist die Beobachtung, dass ein komplexes System ir-
reduzible ist, d.h. das System als Ganzes ist 'mehr' als die Summe aller Teile, es
treten Emergenzphanomene auf.

Frese [Frese 1987] identifiziert folgende Griinde fir hohe Komplexitét eines
Systems: Es gibt eine grosse Anzahl von Zielen, die mit diesem System erreicht
werden sollen, von Planen, wie vorgegangen werden kann, und von Signalen, die
verarbeitet werden mussen. Dazu existieren bei einem System mit hoher Komplexitat
viele Beziehungen innerhalb jeder der drei Gruppen und zwischen den Gruppen.
Schliesslich hat ein solches System eine Vielzahl bedingter Beziehungen, z. B. eine
Aktion kann eine von vielen mdglichen Reaktionen hervorrufen oder sie ist nur
maoglich, wenn auch andere Aktionen durchgefuhrt werden.

Basis einer Diskussion von Komplexitat ist die Aufteilung eines Kontextes in
interagierende Systeme. Die Betrachtung und Analyse eines Systems ist somit die
Interaktion oder auch die Wechselwirkung eines Systems mit einem anderen. Durch
die Gleichsetzung von Betrachtung und Interaktion wird ersichtlich, dass der
Vorgang der Betrachtung im Normalfall beide Systeme verandert.

Komplexitat hangt sehr stark vom Betrachter ab, dabei spielt der Vorgang der
Betrachtung selbst eine wichtige Rolle. Was wird aufgenommen, wie wird es aufge-
nommen usw. Wichtig ist ebenfalls der Kontext des betrachteten Systems, da die
Betrachtung im allgemeinen vom globalen Kontext abhangt, sowie auch von der
Repréasentation und der Wahrnehmung des Kontextes im Betrachtersystem. In die-
sem Sinne ist Komplexitat ein sehr subjektives Mass, verschieden fiur jedes System.

Es ist deshalb wiinschenswert das Mass der Komplexitat zu objektivieren, in-
dem mehrere Systeme die Betrachtung und damit die Betrachtungsdaten, sowie die
Interpretation der Betrachtungsdaten, in gleicher Weise durchfiihren, und somit auf
das gleiche Resultat kommen.

Also gibt es fur verschiedene Gebiete unterschiedliche Masse fur Komplexitat.
Physiker versuchen, moéglichst fundamentale Masse fur Komplexitat zu finden. Ma-
thematiker interessieren sich eher fir approximative Komplexitdtsmasse: wie verhalt
sich z. B. die Berechnungszeit im Grenzibergang nach Unendlich. Komplexitat in
der Biologie bezieht sich auf Diversifikation und evolutiondre Prozesse. Psychologen
legen ihr Augenmerk auf den Beobachter Mensch, was heisst Komplexitat bei einem
Menschen, wann nimmt ein Mensch ein System als komplex war und wann nicht.
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Um dem intuitiven Mass der Komplexitat, welches mit Schwierigkeit und Un-
verstandlichkeit zu tun hat, auf die Spur zu kommen, betrachten wir kurz die beiden
Masse Schwierigkeit und Unverstandlichkeit.

Schwierigkeit und Unverstandlichkeit sind sehr subjektive Masse, d.h. sie sind
abhéangig von einer Versuchsperson. Weiterhin werden sie als dimensionale Grds-
sen behandelt. Unverstandlichkeit reicht dabei von trivial Gber verstandlich und
schwer verstandlich zu unverstandlich, Schwierigkeit von einfach Gber angemessen
und schwierig zu unmaoglich.

Unverstandlichkeit bezeichnet das Mass der Unfahigkeit einer Versuchsperson
einen Sachverhalt Gber ein System in ihr mentales Modell zu integrieren oder in
Ubereinstimmung zu bringen. Es gibt zwei grundséatzlich verschiedene Mdglich-
keiten, dass dies uberhaupt nicht gelingt: Im ersten Fall ist das mentale Modell der
Versuchsperson zu inkompatibel mit dem Sachverhalt. Es benétigt noch einen
grossen Lernaufwand, bis dieser verstanden werden kann. Im zweiten Fall handelt
es sich um eine prinzipielle Unfahigkeit, sowie es zum Beispiel der Touringmaschine
unmaoglich ist, das Halteproblem zu verstehen (d.h. zu berechnen).

Schwierigkeit ist aus mehreren Teilbegriffen zusammengesetzt. Zum grossen
Teil wird Schwierigkeit durch die Unverstandlichkeit definiert. In zweiter Linie kom-
men auch Koordinations- und korperliche Tatigkeiten zur Geltung. Schwierigkeit
enthalt implizit die Forderung nach einem Ziel, einer Aufgabe. Wie schwer féllt es
einer Versuchsperson etwas mit einem System zu tun. Je grosser die Unverstand-
lichkeit, desto grosser ist auch die Schwierigkeit die Aufgabe zu l6sen

Somit l&sst sich intuitiv Komplexitat mit der Schwierigkeit einer Aufgabe oder
der Unverstandlichkeit eines Sachverhaltes identifizieren.

Frese [Frese 1994] differenziert zwischen Kontrolle und Kompliziertheit als
anderer Ansatz fur Unverstandlichkeit und Schwierigkeit.

Eine Person hat Kontrolle, falls sie in Ubereinstimmung mit einem héheren Ziel
Einfluss auf die Bedingungen sowie auf ihre eigene Aktivitat nehmen kann. Dabei
unterscheidet er potentielle Kontrolle und tatséchliche Kontrolle. Kontrolle wird durch
interne (mentales Modell, Fahigkeiten) und dussere Gegebenheiten
(Entscheidungsmaoglichkeiten) bestimmt. Diese Gegebenheiten werden stark durch
die Funktionalitat, die Transparenz und die Vorhersagbarkeit des Systems beein-
flusst.

Kompliziert ist nun ein System dann, wenn es schwierig zu kontrollieren ist.
D.h. es ist komplex und zusétzlich trifft mindestens eine der folgenden Bedingungen
zu: kleine Funktionalitat, grosse Intransparenz, grosse Unvorhersagbarkeit, zu
wenige Entscheidungsmoglichkeiten, zu viele Entscheidungsmoglichkeiten fur die
Fahigkeiten oder das mentale Modell, oder die Komplexitat ist nicht ndtig oder an-
gemessen. Kompliziertheit ist also die Ubermassige Komplexitat, die kaum mehr zu
kontrollieren ist.

Fur die Gestaltung von Software fordert Frese folgende Richtlinien: Kontrolle
sollte maximiert, Komplexitat optimiert und Kompliziertheit minimiert werden.
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2. Komplexitdtsmasse und Anséatze

2.1. Axiomatische Komplexitatstheorie, Berechnungskomplexitat

Die wichtigsten mathematischen Komplexitdtsmasse werden in der axiomati-
schen Komplexitatstheorie behandelt. Basis fur alle diese Komplexitatsbetrachtun-
gen ist die Touringmaschine. Mit Hilfe der Touringmaschine kbnnen verschiedene
Komplexitatsmasse eingefuhrt werden, die alle eine gemeinsame mathematische
Theorie haben.

Ein Problem L ist definiert als eine Teilmenge der naturlichen Zahlen. Eine
Problemstellung ist die Frage, ob eine bestimmte Zahl w in L enthalten ist. Es ist
maoglich, dass diese Frage nicht entscheidbar ist, d.h. die Touringmaschine beendet
die Berechnung nicht.

Interessant ist nun, welche Komplexitat ein Problem oder eine Problemstellung
hat. Dabei unterscheidet man unter anderem folgende Masse: Die Bandkomplexitat,
d.h. wieviel Band der Touringmaschine wurde belegt, die Zeitkomplexitét, d.h.
wieviele Schritte hat die Touringmaschine bendtigt um zu enden, und die Um-
kehrkomplexitét, wie oft hat der Lese-Schreibkopf der Touringmaschine die Richtung
gewechselt. Es ist leicht ersichtlich, dass die Zeitkomplexitat immer grosser oder
gleich der Bandkomplexitat sein muss, da pro Zeiteinheit auf der Touringmaschine
maximal eine Bandeinheit gebraucht werden kann. Das gleiche gilt auch fir die
Umkehrkomplexitat. Diese drei Masse gehdren alle derselben Klasse von
Komplexitatsmassen an, und haben eine einheitliche Basis, die axiomatische
Komplexitatstheorie.

Mit diesen Komplexitatsmassen lasst sich die Menge der Probleme in klar de-
finierte Teilmengen zerlegen. Im Falle der Zeitkomplexitat sind dies z.B.: P, mit po-
lynominalem Aufwand berechenbar oder NP, auf der nicht deterministischen Tou-
ringmaschine mit polynominalem Aufwand berechenbar. Polynominaler Aufwand
bedeutet, dass es ein Polynom p(t) gibt, welches fir jede Eingabe w die obere
Grenze fur den Aufwand ist. Die Zeit T(L, w), die die Touringmaschine benotigt, um
das Problem L bei der Eingabe w zu berechnen, ist fur alle w durch p(|w|) begrenzt.
Weiterhin gibt es auch die Klassen der mit exponentieller Zeit berechenbaren Pro-
blemen: 1-Exptime, 2-Exptime usw. (vgl.
[Schoning 1985]).

P-Space
Die Komplexitatsklassen bilden eine LS —
Hierarchie, wie sie zum Beispiel in [Schoning
1988], [Schoning 1985] beschrieben wird und /l:
auf Stockmayer [Stockmayer 1977] zurlick

geht. In Abbildung 1 ist die Struktur und die
allerwichtigsten Klassen der polynominalen Co-NP
Hierarchie dargestellt. Dabei bedeutet eine AP o
Verbindungslinie, dass die tiefer gelegene |I|

Menge eine Teilmenge der hoher gelegenen

ist. Die polynominale Hierarchie ist ein Teil
der exponentiellen Hierarchie. Die
exponentielle Hierarchie wird durch die mit
primitiv-rekursiven Funktionen berechenbaren Probleme eingeschlossen. Um diese
sind dann die mit rekursiven, dann die mit partiell-rekursiven berechenbare Probleme
und schliesslich, als auf3erstes Gefass der Rekursionstheorie, die Menge aller
Funktionen auf natirlichen Zahlen (Vgl. dazu [Engeler/Lauchli 1992]). Dabei
bedeutet jeder Aufstieg in der Hierarchie einen Aufstieg in eine héhere
Komplexitatsstufe. Die Echtheit der Inklusionen in der Komplexitatshierarchie ist in
den meisten Fallen weder bewiesen noch widerlegt.

Aus der Komplexitatstheorie geht als wichtiger Begriff der Begriff machbar her-
vor. Ein Problem ist dann mit einem Computer in brauchbarer Zeit machbar, wenn es
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mit polynominalem Aufwand berechenbar ist, dies sind nur die Probleme der Klasse
P. Die Resultate dieser mathematischen Theorie haben somit direkten Einfluss auf
andere Wissenschaften. Denn sobald ein Problem nicht mehr aus P stammt, gilt es
bei heutigem Wissen als nur mit exponentieller Zeit berechenbar (auch auf realen
Computern), es ist nicht mehr machbar. Bei solchen Problem missen somit ganz
neue Strategien eingesetzt werden, um es zu I6sen oder um eine moglichst gute
Ldsung zu finden.

Der Begriff machbar wird in der Praxis z. B. durch die Schiebeinstruktion ab-
geschwacht. Reale Computer kdnnen namlich, im Gegensatz zur Touringmaschine,

2" mit linearem Aufwand berechnen. Dies wird durch n-maliges Schieben der Bits in
einem Register erreicht. Die Schiebeoperation ist dabei tUberhaupt eine der ein-
fachsten Operation, da sie in der Grundform ohne Gatter auskommt. Die Touring-
maschine benotigt hingegen exponentiellen Aufwand, da sie eine Variable in jedem

Schritt um maximal 1 erhéhen kann und somit mindestens 2" Schritte benétigt.

Ein weiterer Punkt, der den Begriff machbar in der Praxis relativiert, ist die Be-
grenztheit heutiger Computer. Speicher und Berechnungszeit sind klein. Die Tou-
ringmaschine kann hingegen eine beliebig grosse endliche Zahl von Variablen
speichern, wobei jede Variable eine beliebige natlrliche Zahl enthalten kann. Auch
die Berechnungszeit kann beliebig gross werden, solange sie endlich bleibt.

2.2. Algorithmische Komplexitat

2.2.1. Allgemeine Definition

Ahnlich der Komplexitatstheorie geht die algorithmische Komplexitat von der
Touringmaschine aus. Sie definiert die Komplexitat eines Problems als die Lange
der kirzesten Touringmaschine, die dieses Problem l6sen kann. Daraus l&asst sich
insbesondere eine Definition fur Zufallsfolgen gewinnen. Eine Folge ist dann algo-
rithmisch zufallig, wenn das kirzeste Programm flur diese Folge die Folge selbst
enthalt. Es lasst sich zeigen, dass der grosste Teil aller Folgen algorithmisch zufallig
ist.

Bei diesen ganzen Definitionen schleicht sich aber das Problem der Unent-
scheidbarkeit ein. Der Satz von Rice [Engeler/Lauchli 1992] besagt namlich, dass
eine Menge von Funktionen (Programmen), die nicht leer ist und nicht alle Funktio-
nen enthalt, unentscheidbar ist. D.h. also, dass es keine Touringmaschine gibt, die
besagt, ob eine bestimmte Funktion in dieser Menge enthalten ist oder nicht. Einer
Touringmaschine ist es deshalb nicht mdglich herauszufinden, ob ein Programm das
kirzeste ist oder nicht.

Die algorithmische Komplexitat deckt sich nicht unbedingt mit dem intuitiven
Begriff von Komplexitat. So ist eine von einem Affen getippte Sequenz zufélliger
Buchstaben algorithmisch komplexer als zum Beispiel Goethes 'Faust'.

2.2.2. Definitionen und Theoreme

Definitionen und Theoreme aus [Chaitin 1974].

Def. 1: Ein Computer sei eine partiell rekursive Funktion C(p). Das Argument p
(das Programm) sei ein binédres Wort. C(p) berechne ein binares Wort w in Ab-
hangigkeit des Programmes p. C(p) sei undefiniert, falls das Programm p nie ter-
miniert.

Def. 2: Die Komplexitat Ic(w) eines bindren Wortes sei die Lange des kiirzesten
Programmes p, welches auf dem Computer C die Ausgabe w erzeugt:

lc(W)=min¢p)=wlen(p).

Seite 7/31



© ETH Zurich Technical Report IFAP/ETH/CC-01/95

Falls ein Programm keine Ausgabe erzeugt, zum Beispiel weil die Berechnung
nie enden wird, so sei Ic(p) unendlich gross.

Def. 3: Ein Computer U heisst universell, falls fur alle Computer C und alle
binaren Worter w gilt: Iy(w) £ Ic(w) + ¢, wobei die Konstante ¢ nur vom Computer C
abhéangt. Da ein solcher Computer U existiert, misst man die Komplexitat eines
Wortes w mit diesem Computer und schreibt I(w).

Satz 1: a) Es glbt eine Konstante c, so dass fur alle w gilt: I(w) £ len(w) + c. b)
Es gibt weniger als 2" bindre Worter der Komplexitat kleiner n.

These 1: Ein Wort w ist dann zufallig, wenn I(w) ungefahr gleich len(w). Es
l&sst sich zeigen, dass fast alle Woérter zufallig sind (Vgl. auch [Abu-Mostafa 1988])

2.2.3. Einfuhren einer Intelligenz

Stellen wir das von Chaitin aufgestellte System etwas um: Wir besitzen einen
Computer wie er in Kapitel 2.2.2 definiert ist. Unser System enthalt nun zusatzlich
eine Intelligenz Q, welche zu einem binaren Wort w als Eingabe ein bindres Wort p
berechnet, also Q(w)=p, so dass len(p) £ len(w) + c und C(p)=w. Dabei entspricht
len(w) + ¢ der in Satz 1a) definierten oberen Grenze.

Dieses System lasst sich folgendermassen interpretieren: Eine intelligentes
Wesen nimmt ein binares Wort wahr. Ein Wort erscheint diesem Wesen zuféllig,
wenn es kein Programm konstruieren kann, welches kurzer ist als die Lange des
wahrgenommen Wortes (Vgl. These 1). Fiur dieses Versagen des Wesen gibt es
zwei mogliche Ursachen: Entweder ist das Wesen zu dumm gewesen, um dieses
Programm zu konstruieren oder aber es existiert kein solches Programm.

Betrachten wir den Vorgang der Wahrnehmung etwas genauer: Als Input erhalt
das Wesen ein binares Wort w. Auf dieses Wort wird eine Funktion f angewandt,
welche wiederum ein binares Wort w, erzeugt. Die Funktion f kann dabei auf einen
grossen Speicher zugreifen, welcher ein bindres Wort g enthalt (das mentale Modell

von Q).

Die Funktion f sei folgendermassen aufgebaut: f(w):= : Lw

A q

Ist nun g ein Folge von Einsen, dann ist w,=w, dies entsprlcht dem Fall, den
Chaitin betrachtet. Ist g eine Folge von Nullen, dann wird wq invertiert: w —INV(W)
Interessant ist der Fall, bei welchem g eine zufalllge Folge nach These 1 aus 2.2.2
ist. Falls w genau dieses Folge ist, wird w, eine Folge von Einsen sein, d.h. das
wahrgenommene Wort wy hat minimale KompIeX|tat I(wg). Ausserdem wird das Wort
aus lauter Einsen in eine zufalllges Wort tUibersetzt, welches fur die Intelligenz un-
verstandlich wird. Die Eigenschaft aus These 1 beschreibt in diesem Sinne also
nicht die Zufalligkeit, sondern die Verstandlichkeit, d.h. in welchem Fall ein wahr-
genommenes Wort unverstandlich, weil nicht reduzierbar, ist. Dabei lasst sich die
Komplexitat des mentalen Modells ebenfalls aus der algorithmischen Komplexitat
berechnen: 1(q). Somit ist die Komplexitat des wahrgenommenen Wortes abhangig
von der Komplexitat des mentalen Modells und der Komplexitat der Umgebung.

Bemerkung: Die Funktion f, die vorgeschlagen wurde, ist invertierbar. Die An-
zahl Woérter w, die verstanden werden kdnnen, ist fir jedes mentale Modell g gleich.

2.3. Logische Tiefe

Die logische Tiefe berechnet die Komplexitat eines Problems. Gegeben ein
Problem, dann ist dessen Komplexitat die Zeit, welche das kirzeste Programm
benotigt, um es zu lésen.
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Die logische Tiefe ist nahe verwandt mit der Berechnungskomplexitat. Die Be-
rechnungskomplexitat betrachtet das schnellste Programm, wogegen die logische
Tiefe das klrzeste betrachtet.

2.3.1. Tiefe von endlichen Wortern

Dieses Kapitel fasst die Ideen von Bennett aus [Bennett 1988] zusammen.

Bennett bendtigt eine universelle Touringmaschine U(p,w), wie sie auch Chaitin
bei der Definition der algorithmischen Komplexitat (vgl. 2.2.2) eingefuhrt hat. Die
Grosse p ist ein Programm, codiert in einem bindren Wort, und w ist die Eingabe
des Programmes p, ebenfalls codiert als bindres Wort. Falls der Input das leere
Wort ist, so wird die universelle Touringmaschine mit U(p) notiert. T(p,w) misst die
Zeit, die die Touringmaschine U bendtigt, um das Programm p mit dem Eingabewort
w zu berechnen. T(p) berechnet dasselbe beim leeren Wort als Argument. T(p,w)
und U(p,w) sind undefiniert, falls U die Abarbeitung von p inkorrekt oder gar nicht
beendet. Weiter ist U genligend universell, d.h. U kann jede andere Maschine mit
linearem Wachstum der Ausfiihrungszeit und konstanter Anderung der Pro-
grammgrosse simulieren.

Def. 1: Das minimale Programm x* zur Berechnung ist x sei min {p:U(p)=x}.
Das minimale Programm (x|w)* fUr x relativ zu w ist min {p:U(p,w)=x}.

Bem. 1: Jedes Wort x hat auch ein Printprogramm der Lange |x|+O(log|x|). Die
Grosse log|n| muss hinzugefiigt werden, da einer Printanweisung innerhalb des
Programmes auch die Lange des auszugebenden Wortes mitgegeben werden muss.

Bem. 2: (x|w)* kann sehr viel kirzer als x* sein, aber nur um einen konstanten
Wert langer sein. Falls namlich w storen wirde, gentgte es, w vom Band der Tou-
ringmaschine zu entfernen, und dann x* durchzufihren.

Def. 2: s-Komprimierbarkeit: Ein Wort x sei um s Bits komprimierbar, falls
[X*|£]x]-S.

Def. 3: Ds(x) bezeichne die Tiefe eines endlichen Wortes: Gegeben Worter x
und w, sowie ein Signifikanzlevel s. Dann sei Dg(x) das Minimum von {T(p): |p|-|p*|<s
und U(p)=x}.

Bem. 4: Der Signifikanzlevel s bei der Definition der Tiefe wird von Bennett
eingefuhrt, da ein Programm, das ein klein wenig grosser als ein anderes ist, unter
Umstanden sehr viel schneller als dieses ist. Also kleine Anderungen in x kdnnen zu
grossen Anderungen in D(x) fuhren. Um diese Instabilitat zu verkleinern, wird der
Signifikanzlevel eingefuhrt.

Def. 4: x wird t-tief genannt, wenn Dg(x) grosser t ist, und t-seicht, falls Dg(x)<t.

Def. 5: die relative Tiefe Ds(x,w) eines Wortes x bzgl. w: Dg(x,w) sei das Mini-
mum von {T(p,w): |p|-|(p|w)*|<s und U(p,w)=x}.

Satz 1: Gesetz des langsamen Wachstums. Dieser Satz besagt, dass es nicht
maoglich ist, aus einem seichten Wort mittels eines schnellen Programmes ein tiefes
zu machen. Die mathematisch genaue Definition findet sich in [Bennett 1988]. Der
gleiche Satz gilt auch fur die relative Grésse bzgl. eines weiteren Wort w.

Bem. 5: Die relative Tiefe ist nicht transitiv. Falls x seicht relativ zu w ist, und y
seicht relativ zu x ist, dann folgt nicht, dass y seicht relativ zu w ist.

Die Tiefe, so wie sie bisher definiert ist, befriedigt in der Hinsicht nicht, dass sie
von einem Signifikanzparameter s abhangt und nicht nur von dem gemessenen Wort
x. Dieser Unschonheit kann Abhilfe verschafft werden, indem Uber alle Programme,
die x erzeugen, gemittelt wird. Bennett definiert Dyyr(X) als den reziproken Mittel der
reziproken Tiefe:
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2.4, Deterministische Entropie

Das schwache Komplexitatsmass der deterministischen Entropie ist aus der
Mustererkennung motiviert. Dort tritt hufig der Fall auf, dass das zu erkennende
Muster selten und die restlichen Muster haufig auftreten. Die Ideen sind
[Abu-Mostafa 1988] entnommen.

Gegeben eine Funktion f: {0,1}" _{0,1}. Dann sind die Mengen f*(1)={x | f(x)=1}
und f(0)={x | f(x)=0} die beiden Inversen dieser Funktion. Sei h(f) = min{ |f'l(0)|, |t
l(1)| }, dann definiert Abu-Mostafa die deterministische Entropie mit H(f)=log,(1+h(f))
[Bits].

Interessant ist die Beziehung, die Abu-Mostafa zwischen der algorithmischen
Komplexitat R(f)=log,(Ic), der Schaltungstiefe C(f) und der deterministischen Entro-
pie H(f) zeigt. Bei Vernachlassigungen von Termen o(N) gilt namlich die folgende
Ungleichung: R(HEC(f)EH(T).

Fur die Definition von I¢(f) vergleiche 2.2.2, fir C(f) vergleiche 2.5.2.

Anmerkung: Nicht alle Funktionen, die auf einer Touringmaschine berechenbar
sind, kbnnen mit einer Bool‘'schen Schaltung modelliert werden.

2.5. Schaltungstiefe

Die Schaltungstiefe ist ein Mass fur die Komplexitat einer Bool‘'schen Funktion.
Sie besagt, wieviele Stufen von Gattern eine Funktion bei ihrer kleinsten Re-
alisierung benoétigt (nur mittels Gatter mit zwei Eingdngen und einem Ausgang).

Wie die algorithmischen Komplexitat, benottigt auch die Schaltungstiefe die
kleinste Reprasentation einer Funktion. Auch hier stellt sich somit das Problem der
Unentscheidbarkeit.

2.5.1. nach Karchmer
Diese Definitionen und Satze sind aus [Karchmer 1988].

Def. 1: Bool‘'sche Schaltung: gerichteter azyklischer Graph, bestehend aus
Inputknoten (xj und =xj), Gates (zwei Eingange) und einem Endknoten (ein Aus-
gang). Ein Gate reprasentiert die Bool'schen Funktionen AND oder OR. Ein solche
Schaltung kann jede Bool‘sche Funktion berechnen.

Def. 2: Die Tiefe d(C) einer Bool‘schen Schaltung C ist die grosste Distanz von
Eingabeknoten zu Ausgabeknoten. Die Grosse s(C) ist die Anzahl von Kanten
dieses Graphen.

Def. 3: Nun kann die Tiefe d(f) einer Funktion f berechnet werden als die
kleinste Tiefe aller Graphen, die diese Funktion reprasentieren. Die Grosse s(f) ei-
ner Funktion f kann definiert werden, als die Grdsse des kleinsten Graphen fir diese
Funktion.

Satz 1: Die Tiefe und die Grdsse einer Funktion sind aquivalent (bis auf
Konstanten und Skalierung)
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Fur weitere Betrachtung vergleiche auch [Schoning 1985], wo die Definition auf
Sprachen ausgedehnt wird (unendliche Objekte).

2.5.2. nach Abu-Mostafa
Diese Definition ist aus [Abu-Mostafa 1988] entnommen.

Gegeben ein universelles Gatter mit n Eingdngen und einem Ausgang, das
eine gewunschte Funktion f simuliert. Eine kombinatorische Schaltung ist aus einer
beliebigen endlichen Zahl von solchen Gattern zusammengesetzt, wobei keine Zy-

klen existieren diirfen. Die Kosten eines Gatters mit n Eingangen sei 2", bei mehre-
ren Gattern seien die gesamten Kosten die Summe der Kosten der einzelnen Gatter.
Eine Schaltung S besteht nun aus solchen Gattern mit Verbindungslinien und
simuliert eine Funktion F.

Def. 1: Die Schaltungskomplexitat einer Funktion F: C(F)=min {Kosten von S: S
simuliert F}.

2.6. Komplexitat der Kommunikation

Die Komplexitat einer Kommunikation zwischen zwei Partnern ist definiert
durch der Anzahl hin und her gesandter Bits. Die Partner missen sich ausgehend
von zwei unterschiedlichen Positionen auf eine der mdglichen Losungen einigen. Es
werden die Bits gezahlt, die im besten, d.h. minimalen, Fall gesendet werden
mussen. Die generelle Beobachtung ist, dass je ungeordneter das Problem ist, desto
mehr Bits missen kommuniziert werden und desto komplexer ist die Kommunikation.
Komplexitat und Unordnung sind verwandt.

2.6.1. Definitionen und Theoreme

Die in diesem Kapitel dargestellten Ideen, Definitionen und Satze sind
[Karchmer 1988] entnommen.

Gegeben sind zwei Partner A und B, die mit fehlerlosen, bindarem Kanal kom-
munizieren. Die Kommunikation hat ein deterministisches Protokoll und nur die Ge-
schichte der Kommunikation bestimmt, welcher Partner an der Reihe ist mit Senden.
Gegeben sind drei endliche Mengen X, Y, Z und eine Relation R éX x Y x Z.

Def. 1: S(R) éX x Y ist der Support von R falls fur jedes Paar (x,y) €S ein
Trippel (X,y,z) R existiert.

Folgendes Spiel wird nun gespielt: x éX wird Aund y €Y wird B zugeteilt, wobei
(x,¥)ES(R). Die Aufgabe der Partner ist die Festlegung eines gemeinsamen z €Z so
dass (x, Y, z) éR erfillt.

Def. 2: D sei ein Protokoll fur obiges Spiel, dann ist D(x,y) die Anzahl kom-
munizierter Bits, wenn die Spieler D befolgen. a(x,y) ist die Geschichte von D mit
(x,y).

Def. 3: Die Komplexitat der Kommunikation einer Relation C(R) ist das Mini-
mum Uber alle Protokolle D vom Maximum uber alle Paare (x,y) von S(R) der Anzahl
kommunizierten Bits D(x,y). C(R) = I\/IIDin(( Max (D(x,y)))

X, W1 S(R)

Karchmer beweist, dass die Komplexitat der Kommunikation einer Relation
aquivalent der Schaltungstiefe (Vgl. 2.5.1) ist. D.h., fiir jede Funktion f: {0,1}" _{0,1}
gilt: d(f)=C(Ry). Ry ist eine Relation auf den drei Mengen f(0), f*(1) und {0, .., n}, und
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nicht mehr auf beliebigen Mengen X, Y und Z. Dabei sind f'l(l):{x | f(x)=1} und
f'l(O):{x | f(x)=0} die Inversen zur Funktion f.

Berechenbarkeit kann mit verschiedenen Geratetypen erreicht werden, z. B:
Akzeptierende Gerate (Touringmaschine), generierende Gerate (Grammatiken) und
Gerate zum Trennen von Wortern und Nichtwdrtern (Bool'sche Schaltung). D|e
Bool sche Schaltung trennt die Menge aller Eingabewdrter in die Mengen f (0) und
f (1) auf. Karchmer identifiziert die folgende Basis von Komplexitat: Die Funktion f
wird um so komplexer, je unorganisierter die Mengen fl(O) und fl(l) sind. Je unor-
ganisierter diese namlich sind, desto grésser muss die Geschichte a(x,y) werden,
damit sich die Partner einigen kbnnen.

2.7. Bedingte Komplexitat

Das Konzept der bedingten Komplexitat ist aus [Crutchfield, Young 1989] ent-
nommen.

Die Komplexitat eines dynamischen Systems kann durch Symmetrie be-
schrieben werden. Dabei gibt es die gewthnliche Symmetrie, d.h. wiederholte
Strukturen, aber auch statistische Regularitat. Ein System ist komplex, falls es aus
vielen Symmetrien zusammengesetzt ist.

Gegeben sei die Modellbasis {B;, P}, B; reprasentiert einen idealen Munzwurf,
der alle t Sekunden durchgefihrt wird (Bernouilli-Fluss), Py ist ein vollstandig vor-
hersagbarer Prozess, welcher sich alle t Schritte wiederholt. Hiermit kann die
Bernouilli-Touringmaschine (BTM) definiert werden, die zusatzlich zur normalen
Touringmaschine noch ein Zufallsregister enthalt. Die Menge von Symmetrien S
zerlegt ein System, d.h. die Daten D dieses, in Aquivalenzklassen.

Def. 1:Die Komplexitat C(D|S) ist der Shannon'sche Informationsgehalt einer
durch S entstandenen Aquivalenzklasse plus die Datenmenge, welche durch S nicht
klassifiziert wurde.

Falls eine Numerierung der Symmetrien existieren wirde, konnte die absolute
Komplexitat C(D) als das Infinum tber alle Symmetrien der bedingten Komplexitat
definiert werden.

Die Bedingte Komplexitat gentgt einer wichtigen Bedingung, sie ist klein fur
total

geordnete und total ungeordnete Daten und gross irgendwo in der Mitte.

2.8. Thermodynamische Tiefe

Die thermodynamische Tiefe ist &hnlich der logischen Tiefe. Sie ist aber nicht
mathematisch motiviert, sondern stammt aus der Physik. Lloyd und Pagels definie-
ren die thermodynamische Tiefe (Vgl. [Norretranders 1994]) als die Menge von In-
formation (nach Shannon) die beim tatsédchlichen Entstehungs- und Entwicklungs-
prozess eines Objektes (oder Systems) aussondiert wurde (Exformation).

Dynamische Systeme reichen in ihrem Ordnungsgrad von vélliger Ordnung bis
zu volliger Unordnung. Lloyd und Pagels erkannten, dass Komplexitat irgendwo in
der Mitte am hdchsten ist. Weiter ist zum Beispiel die Komplexitat von zwei Hilhnern
nicht zweimal so gross wie die Komplexitat von einem Huhn, denn zur Herstellung
des ersten benotigt man einen grossen Verarbeitungsaufwand, wogegen das zweite
Huhn ganz einfach kopiert werden kann. Lloyd und Pagels folgerten daraus, dass
die Komplexitat eine Funktion desjenigen Prozesses ist, der das System erzeugt hat.
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2.8.1. Mathematisch formuliert

Gegeben seien experimentelle Daten tber Zustande und die Ubergéange zwi-
schen den Zustanden, die zu dem zu messenden Endzustand fuhren kdnnen. Die
Daten geben insbesondere Auskunft, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Zustands-
Ubergange benutzt werden. Die folgenden Definitionen und Satze sind alle aus
[Lloyd, Pagels 1988].

Gegeben seien ein Makrozustand d und eine Sequenz von Zustanden ajb...cy.
p(ajbj...ckd) bezeichne die experimentell bestimmte Wahrscheinlichkeit, dass diese
Zuste{nde durchlaufen worden sind, um am Zustand d anzukommen. Die Summe der
Wahrscheinlichkeiten Gber alle solche Sequenzen, die mit d enden sei p(d), d.h. die
Wahrscheinlichkeit, dass der Zustand d tGberhaupt erreicht wurde. Daraus folgt dass
p(aibj...ckld) durch p(aibj...ckd)/p(d) berechnet werden kann.

Def. 1: Die mittlere Tiefe: S(d) =- k* é p(ab;..c|d)*log(p(ab;..c.|d))

Def. 2: Die Tiefe D(d) eines tatsachlichen Uberganges ist -k*In p(aibj .ck|d).

Def. 3: Falls die tatsachliche Entwicklung nicht bekannt ist, definieren wir die
absolute Tiefe |D|(d) = min {D(d): tiber alle Ubergéange zum Zustand d}.

Def. 4: Die thermodynamische Tiefe D+(d) ist definiert als die Differenz zwi-
schen der grobkornigen Entropie eines Zustandes d minus der feinkdrnigen dieses
Zustandes: Dt(d)=S(d) - So(d).

Diese Definition werden von Lloyd und Pagels in die klassische Physik und die
Quantenphysik Ubertragen. Dort wird auch eine exaktere Definition der thermo-
dynamischen Tiefe D1(d) gegeben. Die makroskopischen Zustande eines Systems
sind definiert durch die Punkte der Interaktion eines Systems mit einem Messgerat.
Die Definitionen und Theoreme fir diese Anwendungsgebiete stehen in [Lloyd,
Pagels 1988] und sind Prazisierungen der in diesem Kapitel vorgestellten Formeln.
Bei der Ubertragung in die Thermodynamik zeigt sich, dass die Tiefe eines dynami-
schen Systems gleich der thermodynamischen Tiefe ist, falls die Konstante k in der
Definition der Tiefe mit der Boltzmannkonstante kg ersetzt wird.

Satz 1: Die Funktion f in der Definition der mittleren Komplexitat ist die einzige,
welche folgenden drei Punkten genugt:

(1) Sie muss eine kontinuierliche Funktion der Wahrscheinlichkeiten der
Ubergéange zu dem Zustand d sein.

(2) Falls alle n Ubergange die gleiche Wahrscheinlichkeit haben, ist das Mass
monoton steigend mit grésser werdendem n. D.h. eine genauere Beschreibung ei-
nes Prozesses kann die Komplexitat nicht verkleinern.

(3) Additivitat: Die Komplexitat des Uberganges b - ¢ - d muss gleich sein wie
die Komplexitat von b - ¢ (nur fur die Ubergéange, die auch fur nach d relevant sind)
plus die Komplexitat von c - d.

2.8.2. Diskussion der thermodynamischen Tiefe

Lloyd und Pagels diskutieren in ihrem Artikel [LIoyd, Pagels 1988] auch die
Verwandtschaft der thermodynamischen Tiefe mit anderen gangigen Komplexi-
tatsmassen.

Fur die Berechnungskomplexitat eines Problems gilt, dass sie gleich der Tiefe
der Ausgabe ist, welche ein Computer liefert, der dieses Problem |6st. Die Tiefe und
die Berechnungskomplexitat sind aquivalent.

Die algorithmische Komplexitat eines Wortes ist proportional zur minimalen
Information, die ein Computer benotigt, um dieses Wort zu berechnen. Die absolute
Tiefe eines Systems in einem Zustand ist proportional zur minimalen Information, die
bendtigt wird, um zu diesem Zustand zu gelangen. Die beiden Masse sind &hnlich,
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aber nur in unnaturlichen Gegebenheiten gleich (ndheres dazu in [Lloyd, Pagels
1988]).

Die logische Tiefe ist gleich der Berechnungskomplexitat des besten Ablaufes,
das ist das algorithmisch wahrscheinlichste Programm. Die thermodynamische Tiefe
ist gleich der Berechnungskomplexitat flr den wahrscheinlichsten Ablauf.
Thermodynamische Tiefe und logische Tiefe sind nur gleich, wenn die Wahr-
scheinlichkeit eines Programmes gleich der algorithmischen Wahrscheinlichkeit ist.

Die thermodynamische Tiefe fur die Berechnung auf einem Computer kann mit
der Abfallinformation (Exformation) identifiziert werden, die bei der Berechnung
anfallt. Also der Information, die vergessen werden muss. Die Abfallinformation be-
rechnet sich aus der Anzahl kopierten Bits minus die brauchbare Information (Lange
vom Resultat minus Lange von der Eingabe).

These 1: Lloyd und Pagels schliessen ihre Diskussion mit der Beziehung
zwischen dem Alter des Universums und der Zufalligkeit von Zahlen: Falls eine Zahl
einen Zustand eines physikalischen Systems reprasentiert, hat sie eine ther-
modynamische Tiefe. Seit der Entstehung des Universums ist nur eine endliche
thermodynamische Tiefe generiert worden, es existieren aber unendlich viele Zah-
len. D.h. es gibt unendlich viele Zahlen, die zu einer bestimmten Zeit mit einem
physikalischen System nicht reprasentiert werden kdnnen. Es gibt also Zahlen, die
eine kurze Beschreibung haben, deren thermodynamische Tiefe aber zu gross ist,
als dass diese Beschreibung zur jetzigen Zeit gefunden werden kénnte. Sie sind im
Moment nicht unterscheidbar von zufélligen Zahlen.

2.9. Informationstheorie

Als wichtiger Bestandteil vieler Betrachtungen tiber Komplexitat ist das Shan-
non'sche Informationsmass, [Shannon, Weaver 1949]. Es misst Information aus der
Auftretenswahrscheinlichkeit eines Ereignisses.

Wie verschiedene Autoren bereits gezeigt haben (z. B. [Norretranders 1994)),
entspricht dieses Informationsmass nicht der landlaufigen Bedeutung von Informa-
tion. Es ist vielmehr ein Mass fur Uberraschung (Vgl. auch 3.6).

Trotzdem wird der Informationsgehalt haufig mit der Komplexitat eines Objektes
gleichgesetzt.

2.9.1. Informationsbasierte Komplexitat

Traub stellt in [Traub 1988] die wichtigsten Ideen der informationsbasierten
Komplexitat dar.

Traub geht von folgenden, grundlegenden Aussagen Uber Information aus: (1)
die zu Verfugung stehende Information ist unvollstandig, (2) sie ist fehlerbehaftet
und (3) Information kostet. Information ist hier nicht im Sinne Shannons zu verste-
hen. Diese misst ndmlich den Informationsgehalt einer Botschaft und nicht die In-
formation, die in einer Botschaft enthalten ist. Information im weitesten Sinn ist, was
wir Uber das zu I6sendes Problem wissen.

Die Berechnungskomplexitat misst die minimalen Kosten, die zur L6sung eines
Problems fuhren. Dabei gibt es zwei Grundlagen: Die Information Uber das Problem
ist komplett, korrekt und gratis oder nicht. Ersteres nennt Traub kombinatorische
Komplexitat.

Die informationsbasierte Komplexitat ergibt sich aus den Kosten der Berech-
nungskomplexitat in dem Fall, in welchem die Informationsbeschaffung zusatzliche
Kosten verursacht. Sie berechnet sich also durch die Kosten der Informationsbe-
schaffung plus die Kosten der Berechnung. Das Berechnen der Komplexitat kann
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somit in zwei Phasen zerlegt werden: die Informationsphase und die kombinatori-
sche Phase.

Die zentrale Fragestellung ist, wie gross die Berechnungskomplexitat sei, um
einen bestimmten Level von Sicherheit zu erreichen.

Fur tiefergehende Betrachtungen und einige angewandte Beispiele kann auf
[Traub, Wasilikowski, Wozniaskowski 1988] zurtick gegriffen werden. In diesem
Buch wird die Theorie der Informationsbasierten Komplexitat mathematisch genau
definiert.

2.9.2. Ansatze aus der Biologie

Shimizu definiert in [Shimizu 1989] die Komplexitat eines Biosystems durch die
unterscheidbaren Relationen unter den Elementen dieses Biosysteme.

Eine andere, ebenfalls strukturelle Komplexitat, wird durch die Anzahl von Ar-
ten definiert, die in einem bestimmten Biosystem leben, die Diversitat (Vgl. [Johnson
1988]). Johnson definiert die Diversitat mit der gleichen Formel, wie Maxwell und

Shannon ihre Entropie definiert haben: S=- ké p. log(p;) . Dabei ist p; die

Wahrscheinlichkeit, eines idealisierten physikalischen Systems ist, im Zustand i (von
n moglichen) zu sein.

Wiley [Wiley 1988] beschreibt eine Definition der Komplexitat eines Systems
(nach [Layzer 1977]) mittels der beobachteten Entropie: Hq,s. Damit kann die ma-
kroskopische Information definiert werden: 1=Hax - Hops. WObei Hy,o die Entropie im
Gleichgewicht bezeichne.

In der gleichen Richtung wie die thermodynamische Tiefe ist das von Wicken
[Wicken 1989] benutzte Mass fur Komplexitat: Er definiert die Komplexitat einer
DNA-Sequenz als die bendtigte Information (im Sinne Shannons), die fur die Er-
stellung dieser Sequenz notig ist. Die genetische Komplexitat ist proportional zur
genetischen Information, die wahrend des Selektionsprozesses ausprobiert und
verworfen wurde ([Lloyd Pagels 1988] nach [Kuhn, Waser 1983]). Diese Definition
der Komplexitat ist abgedeckt durch die thermodynamische Tiefe.

2.9.3. Messen der Gehirnaktivitat

Die Komplexitat des Denkvorganges lasst sich (vgl. [Norretranders 1994])
durch Messen der Gehirnaktivitat bestimmen, d.h. durch Messung der Hirndurch-
blutung bis in die kleinsten Verastelungen. Dabei konnten verschiedene Zentren des
Gehirnes fir verschiedene Aufgaben lokalisiert werden. Die erhdhte Hirn-
durchblutung wird flr den Wegtransport von Abfallstoffen benétigt, nicht fur die Ak-
tivitat selbst.

Je nach Aufgabe des Gehirnes werden andere Teile beim Denken und Wahr-
nehmen aktiviert. Somit kdnnte die Komplexitat eines Problems fiir einen Menschen
zu einem bestimmten Zeitpunkt als die gemessene Gehirnaktivitat definiert werden.

Interessant ist, dass praktisch alle Gehirnteile aktiv werden, wenn man ver-
sucht zu verstehen, was ein rickwarts laufendes Tonband zu sagen hat.

2.10. Komplexitat eines Systems

Frese [Frese 1987] definiert die Komplexitéat eines Systems. Dabei geht er von
zwei interagierenden Systemen aus. Er betrachtet die folgenden Elementgruppen
dieser Interaktion: (a) die Ziele und Plane des Betrachtersystems, sowie die Signale
des betrachteten, (b) die Beziehungen zwischen Zielen, Planen und Signalen und
(c) die bedingten Beziehungen. Dabei differenziert Frese zwischen den Aufgaben,
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die mit Elementen der Gruppe (a) gemacht werden missen: Elemente missen
bearbeitet, in einen Zeitrahmen gesetzt oder

nach dem Inhalt verbunden werden. Komplexitat

Frese differenziert in drei Dimensionen: Situation 1
Ziele, Plane und Signale; bearbeiten, in - I+
Zeitrahmen setzten und nach Inhalt verbinden; ment. Moddl|. }
sowie Elemente, Beziehungen und bedingte Situation 2 I-
Beziehungen. Dabei sind die Elemente der

dritten stark abhangig von der ersten und der Kontext System
zweiten Dimension

Wichtig bei der Definition der Komplexitéat Abbildung 2: Inkongruitat, aus
ist der Zwang (der Gegebenheiten) etwas zu [Rauterberg 1995]
tun: Es zahlen die Entscheide, die gefallt
werden mussen.

Die Komplexitat eines Systems ist nun die Anzahl gezahlter Elemente dieser
drei Gruppen. Sie charakterisiert die Interaktion einer Person mit der Umgebung.
Komplexitat ist nach Frese somit nur die Anzahl Entscheidungen, die eine Person
fallen muss, plus der Anzahl Beziehungen innerhalb dieser Entscheide.

2.11. Inkongruitat

Die Inkongruitat ist ein Mass aus der Softwareergonomie. In diesem Gebiet der
Informatik und der Arbeitspsychologie geht es darum, Software auf Benutzer-
freundlichkeit zu prifen. Eine grundlegende Frage fur diese Untersuchungen ist die
Komplexitat: Wie komplex ist ein Programm?

Rauterberg [Rauterberg 1995] betrachtet ein System und dessen Kontext. Ei-
ner Situation in diesem Kontext kann eine Komplexitat zugeordnet werden.
Gleichfalls wird die Komplexitat des fur diese Situation bendtigten Teiles des men-
talen Modells des Systems definiert. Der Begriff Inkongruitat (Nichtiibereinstimmung,
Missverhaltnis, Unangemessenheit) beschreibt nun die Differenz zwischen diesen
beiden Komplexitaten, die Komplexitat des Kontextes minus die des mentalen
Modells (Vgl. Abbildung 2). Rauterberg unterscheidet dabei positive und negative
Inkongruitat. Mit Hilfe der Inkongruitat lassen sich die Begriffe 'trivial' und
‘'unverstandlich’ definieren. Ein System ist trivial, falls die Inkongruitat stark negativ
ist und unverstandlich, falls sie stark positiv ist.

Zwischen Information (nach Shannon) und der Inkongruitat besteht ein quali-
tativ gleicher Zustand wie zum Beispiel bei der bedingten Komplexitat (Vgl. 2.7).
Information und Inkongruitat sind in einer umgekehrten U-Kurve miteinander ver-
bunden.

Rauterberg stellt in seinem Artikel [Rauterberg 1995] ein Modell fur die Kom-
plexitatsbetrachtung vor. Er betrachtet dabei die folgenden Komplexitaten: Die
Komplexitat des Inputs EC, die des Outputs AC, die des mentalen Modells MC und
die der internen Quelle der Stimulation (ISS) BC, Vergleiche Abbildung 3.

Def. 1: Die Komplexitat des Kontextes CC ist nun EC+BC.
Def. 2: Also ist die Inkongruitat I=CC-MC.

Vorschlage, wie die Komplexitdt MC gemessen werden kann, finden sich in
[Rauterberg 1992].
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Abbildung 3: Wahrnehmung und Komplexitat, aus
[Rauterberg 1995]
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3. Weitere Ansatze und Ideen

3.1. Komplexitatshierarchie von Mengen

Casti [Casti 1994] definiert eine Mengenhierarchie: Gegeben eine Menge R
von Elementen. Die Elemente dieser Menge stehen auf dem Level N. Dann ist eine
Menge S von Teilmengen aus R auf dem Level N+1. Dies lasst sich rekursiv weiter-
fuhren (vgl. Abbildung 4)

Atkin [Atkin 1981] tbertragt diese Hierarchie Level N+1
auf Gefuhle. Ein Betrachter beobachtet das Ge- | E ]S ;\C( Si i
schehen auf Level N. Atkin behauptet nun, dass ) ole) Level N

durch einen Sprung des Betrachter von Level N

auf Level N+1 (befreiend) Lachen und durch einen Abbildung 4: Mengenhierarchie
von Level N auf Level N-1 (einengend) Traurigkeit

hervorgerufen wird.

Casti [Casti 1994] 16st mit diesem hierarchischen Schema Paradoxe eines
bestimmten Typs auf. Er behandelt das Barbierparadox: In einem Dorf rasiert der
Barbier alle Manner, die sich nicht selber rasieren. Rasiert sich der Barbier nun oder
rasiert er sich nicht? Es ist leicht zu sehen, dass sich der Barbier rasiert, genau
dann wenn er sich nicht rasiert und umgekehrt, was eben ein solches Paradox
darstellt. Casti I6st dieses Paradox auf, indem er auf Level N alle mannlichen Per-
sonen in eine Menge X nimmt. Die Person des Barbiers ist nattrlich in dieser Menge
enthalten. Das Konzept Barbier ist allerdings auf Level N+1 in einer Menge Y. Y ist
die Teilmenge von X, welche alle Manner enthalt, die sich nicht selber rasieren.
Damit ist ersichtlich, dass das Konzept Barbier die Person Barbier nicht rasiert. Dies
ist insofern auch naturlich, da sich der Barbier kaum selber bezahlen wird, und somit
die Person Barbier nicht die Dienste des abstrakten Konzeptes Barbier in Anspruch
nimmt.

Nach Casti entsteht ein Paradox dadurch, dass ein Element von einem hohe-
ren Level N+k in einen tieferen Level N gepresst wird.

Elemente auf dem gleichen Level sind auf der gleichen Komplexitatsstufe. D.h.
fir obiges Beispiel, dass der Begriff ,Barbier' komplexer ist als der Begriff ,Mann‘, da
der ,Barbier’ eine Menge von ,Mannern’ ist.

3.2. Syntax vs. Semantik: Komplexitatshierachie der Formalismen

Zentraler Bestandteil dieses Kapitel ist der Godel'sche Beweis. Gddel hat ge-
zeigt [Godel 1931], dass, gegeben eine endliche Menge von Axiomen der Zahlen-
theorie, es Axiome gibt, die nicht aus jenen herleitbar sind und dass durch Hinzu-
nahme von gewissen vorher nicht herleitbarer Axiomen das Axiomensystem wider-
spruchlich wird.

Godel benutzte zum Beweis dieses Satzes ein damals ganz neues Verfahren:
Er codierte Aussagen uber die Zahlentheorie (logische Ausdricke) in die Zahlen-
theorie hinein.

Gegeben sei ein Formalismus und eine Menge von Aussagen Uber diesen
Formalismus, dann gilt, dass es Aussagen gibt, die nicht aus den vorhandenen
Aussagen ableitbar sind und dass das System der Aussagen widerspruchlich wird,
wenn gendgend Aussagen eingebunden wurden.

~ Dies bedeutet, dass es mehr Aussagen uber einen Formalismus gibt, als in
diesen Formalismus abgebildet werden kdnnen. Also ist der Formalismus weniger
machtig, als die Aussagen Uber diesen Formalismus.
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Rosen [Rosen 1989] interpretiert Godels Beweis folgendermassen: Mathematik
als syntaktisches Gebilde kann nicht von externen Referenzen (Semantik) befreit
werden, jeder solche Versuch muss scheitern. Die Formalisierung der Zahlentheorie
ist zu arm, zu eng, um die ganze Bedeutung der Zahlentheorie zu fassen und
auszudriucken. Es bendtigte mindestens unendlich viele Formalisierungen der Zah-
lentheorie, um alle deren Eigenschaften syntaktisch vorzunehmen. Die Semantik
eines Formalismus ist starker als die Syntax.

Es gibt somit Stufen der Komplexitat von formalen Systemen. Zu jedem For-
malismus gibt es einen weiteren Formalismus, der nicht in ersterem abgebildet
werden kann und komplexer ist.

3.3. Makro- und Mikrozustadnde: Komplexitatshierarchie von Superzeichen

Die Definition fir Makro- und Mikrozustdnde kommt aus der Physik, genauer
gesagt aus der Thermodynamik. Fiur die Bewegung der Molektle in einem Gas
gelten die Maxwell'schen Gleichungen. Sie beschreiben Mikrozustande der Mole-
kule. Direkt davon abhangig und sehr viel einfacher ist die Temperatur dieses
Gases. Zur Berechnung der Temperatur wird die mittlere Geschwindigkeit der ein-
zelnen Molekile benutzt. Die Temperatur ist ein Makrozustand, sie entspricht einer
grossen Anzahl von Mikrozustanden (Verteilung der Geschwindigkeitsvektoren der
einzelnen Molekiile). Viele vollig verschiedene Verteilungen kdnnen die gleiche
Temperatur haben. Eine Verteilung kann sich sogar andern, ohne dass sich die
Temperatur verandert (z. B. beim Zusammenstoss zweier Molekiile).

Zufalligkeit ist auch ein Makrozustand oder eine Makrobeschreibung: Der Wurf
eines Wiirfels wird ganz einfach mit der Zufallsvariable 'Anzahl oben liegende Au-
gen' beschrieben. Tatsachlich kénnte man, hatte man samtlich Daten des Wiirfels
gerade nach dem Abwurf und eine gewisse Anzahl weiterer Daten, das Verhalten
des Wairfels berechnen und voraussagen, welche Augenzahl oben zu liegen kommt.
Die Aussage mit Wahrscheinlichkeit 1/6 ist die 3 oben, entspricht also einer
ungeheuren Anzahl méglicher Flugbahnen des Wirfels, bei welchen am Schluss
eine 3 oben liegt.

Die Unterscheidung zwischen Makro- und Mikrozustanden impliziert ver-
schiedene Standorte bzw. Sichtweisen eines Beobachters. Dabei kann ein Makro-
zustand selber wieder Mikrozustand sein.

Ahnliches geschieht beim Lesen eines Buchstabens. Es gibt viele Mdglichkei-
ten den Buchstaben 'A' zu schreiben. Farbe, Grosse, Kontur, Hintergrund, Schrift-
dicke und mehr kdnnen fast beliebig variiert werden, und trotzdem ergibt sich ein
Makrozustand 'A'. Der Makrozustand 'A' ist eine Reprasentation der Tatsache, dass
ein Zeichen mit der semantischen Bedeutung 'A' gelesen wurde.

Der Mensch liest nun nicht einfach Buchstabe fiir Buchstabe sondern ganze
Worter. Dabei erkennt er ein Wort als Superzeichen aller darin vorkommenden
Buchstaben. Das Wort selber sagt aber nichts aus. Das Konzept, welches der Leser
mit diesem Wort verbindet enthalt die Bedeutung des Wortes. Dieses Konzept ist
ebenfalls ein Superzeichen, namlich fir alle Wahrnehmungen, die in diesem Kon-
zept resultieren. Dabei hat ein Superzeichen hohere Komplexitat als die einzelnen
Teile. Superzeichen definieren somit eine Komplexitatshierarchie.

3.4. Theorie iber Komplexe und Simplexe

Casti [Casti 1994] erwdhnt eine Theorie der Komplexe. Gegeben seien zwei
Mengen X und Y. Ausserdem sei eine Relation R(X,y) € XXY gegeben. Diese Rela-
tion kann geometrisch wie folgt dargestellt werden: Die Elemente von Y sind Punkte
in einem p-dimensionalen Raum. Zu jedem yj in Y betrachten wir alle verwandten yjq
bis yijn (yj ist mit sich selbst verwandt). Verwandt heisst, dass genau ein x éX
existiert, so dass R(X,yjk) fur alle k gilt. Jedes Paar (yjk, yj|). I<>k, definiert eine
Kante zwischen diesen beiden Knoten, jedes Trippel eine Flache usw. Somit stellt
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ein x ein n-1-dimensionales Objekt dar. Dieses Obijekt ist ein Simplex. Fir jedes x é
X lasst sich ein solcher Simplex darstellen. Ein Simplex mit aus n+1 Knoten (Eck-
punkten) hat die Dimension n und wird n-Simplex genannt.

Es ist klar, dass zwei Simplexe x und x' gemeinsame Punkte, Kanten usw. ha-
ben kdénnen, ndmlich genau dann, wenn fir gewisse Knoten y von x und x' die Re-
lation R(x,y) und R(x',y) erflllt ist. Diese Simplexe bilden somit ein p-dimensionales
Objekt, welches Komplex genannt wird. Die Dimension p des Komplexes ist das
Maximum uber alle Simplexe der Dimension n eines Simplexes.

In einem Komplex sind die Simplexe miteinander verbunden, wenn auch nur
indirekt. Die Konnektivitat zweier Simplexe x, x' wird als die kleinstdimensionale
Verbindungsstelle in der Kette von x nach x' definiert. Falls die Konnektivitat von x
nach x' g ist, wird von g-Konnektivitdt gesprochen. Ist zum Beispiel =1, dann ist die
kleinste Verbindungsstelle eine Gerade.

Oft interessiert, wie gut ein Simplex in die Struktur integriert ist. Ein Simplex x
der Dimension n kann mehr oder weniger in einen Komplex integriert sein, d.h. er
hat mehr oder weniger starke Verbindungen mit anderen Simplexen. Falls m die
Anzahl Knoten der hdchstdimensionale Verbindung mit einem anderen Simplex ist,
so wird die Exzentrizitat als n-m definiert. Diese Differenz ist signifikanter fur kleine
m. Aus diesem Grund wird noch durch (m+1) dividiert. Die Exzentrizitat ist definiert:
E=(n-m)/(m+1)

Diese Theorie ist verwandt mit der Mengenhierarchie aus 0. So wie die Ele-
mente der Mengen Teilmengen einer Menge auf tieferem Level sind, so ist ein
2-Simplex aus 1-Simplexen zusammengesetzt und diese wiederum aus 0-Simple-
xen.

3.5. Zellulare Automaten als Modell fir Komplexitat

Die in diesem Kapitel dargestellten Ideen sind aus [Wolfram 1984] entnommen.

Def. 1: Ein zellularer Automat ist ein n-dimensionaler Raum, wobei jedem Punkt
in diesem Raum zum Zeitpunkt t der Wert null oder eins zugeordnet wird. Bei jedem
Zeitschritt werden die Werte aller Punkte mittels einer Funktion fg(-) bestimmt, wobei
f von den Punkten im Umkreis |r| vom Punkt p abhéngt.

Interessant ist, dass mit diesen einfachen Regeln im Verlaufe der Zeit Effekte
auftreten, die man nicht sofort vermuten wurde. So ist ein Vorgang in der Zeit im
allgemeinen Irreversibel, d.h. praktisch, dass mehrere Zustande zu einem gleichen
Folgezustand fuhren kbnnen. Ausserdem kann das Phdnomen der Selbstorganisa-
tion beobachtet werden.

Far einen Automaten f(-) gibt es ver-
schiedene Anfangskonfigurationen. Wolfram Klassel Klasse2 Klasse3
unterscheidet anhand des Evolutionsverhal- ' H £2

tens vier Klassen von Anfangsmustern.

Klasse 1: Sie enthélt die Muster, die
sich zum leeren Muster hin entwickeln.

Klasse 2: Diese Klasse enthélt die, wel-
che zu einer konstanten, endlichen Grosse Abbildung 5: Anfangskonfigurationen, Skizze
wachsen und dort dann periodische (die Peri- nach [Wolfram 1994]
ode kann eins sein) Mustersequenzen erzeu-
gen.

Klasse 3: Muster der Klasse 3 zeigen fraktales Verhalten: Sie wachsen mit fe-
ster Geschwindigkeit und sind haufig &hnlich zu sich selbst.

Konfigurationen
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Klasse 4: Diese Klasse schliesslich enthalt Muster, die 'unvorhersagbares'
Verhalten zeigen, sie wachsen und schrumpfen unregelmassig, sie zeigen aber
haufig selbstahnliche Teilmuster.

In Abbildung 5 sind die Muster Uber die Zeit dargestellt (die Klassen 1 bis 3
sind mit einem Beispiel vertreten, Muster der Klasse 4 fehlen). Pro Zeiteinheit be-
rechnet der Automat genau eine horizontale Linie der Muster.

Mathematisch interessant ist, dass der zellulare Automat eine Touringmaschine
in polynominaler Zeit simulieren kann, und umgekehrt, d.h. der zellulare Automat ist
berechnungsuniversell. Dazu benotigt es allerdings Anfangsmuster der Klasse 4.

3.6. Kommunikation und Informationsgehalt

Die Kommunikation zwischen zwei Maschinen (Computern) lasst sich sehr gut
mit der Informationstheorie, begrindet durch Shannon, beschreiben. Computer
bewegen Bits von einem Ort zu einem anderen. Der Inhalt dieser Bits (Semantik) ist
den Computern vollig unbekannt. Die Kapazitat eines Kanals kann also durch die
Information nach Shannon definiert werden.

Kommunikation zwischen zwei Menschen funktioniert aber nicht auf derselben
Ebene wie bei Maschinen. Nach Norretranders [Norretranders 1994] wird auf un-
terster Ebene Information mittels Worten tibermittelt. Die Worte sind aber nur das
syntaktische Gerust fur das, was eigentlich gesagt werden sollte, der Formalismus.
Auf einer hoheren Ebene wird Exformation Gbertragen. Dies ist der semantische In-
halt der Worte, die Ubertragen werden.

Die Kommunikation auf der héheren Ebene lauft folgendermassen ab: Der
Sender hat ein bestimmtes mentales Modell, das wir uns hier, der Einfachheit hal-
ber, als Baum vorstellen. Durch die Wahrnehmung und Verarbeitung von Information
wird der Baum wachsen. Bei der Kommunikation mit einem anderen Menschen wird
nun so ein Baum, oder ein
Teilbaum, in eine Aussage codiert .
(Norretranders nennt es | | | | Exformation , | | | | 4
Inzitation), dem anderen mitgeteilt
und dieser versucht nun aus
diesem syntaktischen Gerust die
gemeinte Bedeutung wieder auf- | |
zubauen (Exzitation) (vgl. Abbil- ‘
dung 6). Dies kann er aber nur, .
wenn sein mentales Modell genii- Information
gend grosse Komplexitat aufweist. Abbildung 6: Information, Exformation, nach
Bei dem Vorgang der Exzitation [Norretranders 1994]
steht dem Empfanger nicht nur der
gesprochene Satz sondern auch
sehr viele weitere Eingabedaten zu Verfigung, wie z. B. Tonfall, Mimik und Gestik.
Ohne aber ein gentigend méachtiges Modell des Kontextes kann ein Empfanger die
gemachte Aussage nicht verstehen.

<«

Nach Norretranders [Norretranders 1994] steckt die Komplexitat einer Aussage
direkt im mentalen Modell des Senders. Wird eine Aussage aufgrund eines grossen
Baumes gemacht, d.h. musste viel Information verarbeitet werden, um diesen Baum
aufzubauen, so hat diese Aussage eine grosse Tiefe und somit eine hohe
Komplexitét. Es ist direkt ersichtlich, dass dieselbe Aussage (von den gesprochenen
Worten aus gesehen) je nach Sprecher eine vollig andere Bedeutung und Tiefe hat.

Die Exformation beinhaltet die Tatsache, dass Information verarbeitet wurde.
Sie ist die verarbeitete Information.
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Es ist naheliegend, das durch jedes verarbeitete Ereignis das mentale Modell
komplexer wird. Abstraktionslevel und Komplexitat sind in diesem Modell zumindest
verwandt.

Die Unterscheidung zwischen Information und Exformation hilft uns zum Bei-
spiel bei der algorithmischen Komplexitat (Vgl 2.2) weiter: Es wurde das Beispiel
vom zufallig getippten Text eines Affens und Goethes Faust erwahnt. Der Unter-
schied zwischen den beiden Sequenzen ist doch offensichtlich der, dass der vom
Affen getippte Text keine Exformation enthalt, wahrend diese bei Goethes Faust
sehr gross ist. Die Information hingegen ist bei Faust eher klein, doch bei der Zu-
fallssequenz des Affen sehr hoch.

Seite 22/31



© ETH Zurich Technical Report IFAP/ETH/CC-01/95

4. Vergleich und Diskussion der Komplexitdtsmasse

4.1. Information und Komplexitét

Komplexitat als Mass fur die Struktur eines Systems hat eine wichtige Verbin-
dung mit der Shannon‘schen Information dieser Struktur. Die Shannon‘sche Infor-
mation ist maximal, wenn das System voéllig ungeordnet ist, also keine sichtbare
Struktur aufweist und minimal, wenn die Ordnung des Systems vollkommen ist (d.h.
trivial). Ist das System vollig geordnet, dann ist die Komplexitat des Systems klein.
Die Frage ist, wie gross die Komplexitat ist, wenn das System vollig ungeordnet ist.
Die algorithmische Komplexitat gibt einem solchen System maximale Komplexitéat, es
ist vollig zuféllig. Die bedingte Komplexitat oder auch die logische Tiefe, geben
diesem System eine sehr kleine Komplexitat. Bei diesen beiden Komplexitdtsmassen
(als Beispiel) ist die Komplexitat dort maximal, wo die Struktur am aufwendigsten zu
berechnen ist. Bei der bedingten Komplexitat ist die Struktur aus vielen ver-
schiedenen Symmetrien aufgebaut, bei der logischen Tiefe braucht die Berechnung
riesigen Aufwand. Die thermodynamische Tiefe und die Inkongruitat messen &hnlich:
sie sind irgendwo zwischen totaler Ordnung und Chaos am grossten.

Die Frage, wo die Komplexitdt am hdchsten sein sollte, ist nicht so eindeutig
beantwortbar, wie es vielleicht scheint. Einerseits scheint der Ansatz der logischen
Tiefe bestechend. Er entspricht vielen Beobachtungen aus dem taglichen Leben (fur
Beispiele vgl. [Rauterberg 1995]). Andererseits stellt sich die Frage, ob nicht eine
algorithmisch zufallige Folge wesentlich komplexer ist als irgendeine andere, da sie
auf einer Touringmaschine nur geprinted, aber nicht ,berechnet’ werden kann. Dies
bedeutet namlich nur, dass das Modell der Touringmaschine zu schwach ist, um
eine klrzere Beschreibung als das Printprogramm zu finden. Daraus folgt, dass das
Modell der Touringmaschine kleinere Komplexitat als eine solch zuféllige Folge hat.
Diese Beobachtung wird durch Chaitin bestéarkt: Er definiert die Komplexitat eine
Folge, fur welche es kein Programm gibt, als unendlich (vgl. Def. 2 in 2.2.2) und
akzeptiert damit implizit die Schwache der Touringmaschine.

4.2. Breite vs. Tiefe

In diesem Kapitel wird ein Breite-Tiefe-Modell vorgestellt. Es hat zwei Dimen-
sionen. Die erste ist die rAumliche Dimension, die zweite ist die der Veranderung.
Betrachten wir ein beliebiges System. Im allgemeinen hat dieses System zu einem
Zeitpunkt t eine rdumliche Struktur. Zusatzlich unterliegt diese Struktur einer Ver-
anderung, wobei es sich von einem Zeitpunkt ty zu einem Zeitpunkt t, immer weiter
entwickelt. Es kdnnen hier zwei Arten von Komplexitat definiert werden (Vgl. Abbil-
dung 7). Einerseits kann die Komplexitat die Struktur zu einem Zeitpunkt t be-
schreiben (Breite), andererseits aber auch die Entwicklung der Struktur (Tiefe).

Benutzen wir den von Wolfram beschriebenen zellularen Automaten (vgl. 3.5),
dann sind die Breite und die Tiefe in einigen Fallen gleich, in anderen aber vdllig
verschieden. Fur fraktale Muster (Klasse 3) sind sie &hnlich, aber fur Muster der
Klasse 4 ist keine Korrelation vorhanden.

Durch die einzelnen Ebenen der Tiefe wird eine Hierarchie definiert. Von einer
Ebene zur nachsten ist eine informationsverarbeitende Abbildung vorhanden.
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Als lllustration werden die Grundoperationen betrachtet. Auf der ersten Ebene
ist eine endliche Menge von Ziffern, die alle addiert werden sollen. Durch die De-
finition der Multiplikation wird auf eine hhere Ebene aufgestiegen. Auf dieser Ebene
existieren weniger Zahlen, da einige Zahlen zu einem Produkt zusammen gefal3t
werden konnten, dafur aber die zwei Operatoren, Addition und Multiplikation. Die
Anzahl der Elemente nimmt ab, wogegen die Anzahl verschiedener Elemente
zugenommen hat, und tiefere Operatoren erscheinen. Es wurde mehr Semantik und
Exformation eingefuihrt, um weniger Syntax und Information zu haben.

4.3. Komplexitatsmasse und das Breite-Tiefe-Modell

Wenden wir das Breite-Tiefe-Modell auf einige der vorgestellten Komplexi-
tatsmasse an:

Beginnen wir mit der Berech- +
nungskomplexitat. Das zu betrach- P
tende System ist die Touringma-
schine, genauer gesagt das Band
der Touringmaschine. Die Touring-
maschine wird mit einer Anfangsbe-
legung bestiickt und &ndert diese
solange ab, bis ein Problem gel6st
ist. Die Komplexitat ist demzufolge
ein Mass fur die Entwicklung, ein
sehr einfaches Ubrigens, denn es
wird die Anzahl Zustandsuber- Abbildung 7: Breite und Tiefe
gange gezahlt. Die Berechnungs-
komplexitat ist eine Tiefe.

Die algorithmische Komplexitat von Chaitin und Kolmogorov benutzt eine
Touringmaschine, welche durch ein Programm p charakterisiert wird. Das System ist
ein binares Wort welches auf eine bestimmte Art ein anderes binares Wort be-
schreibt. Dabei gibt es durchaus Zustande, sie werden aber nicht betrachtet. Die
eigentliche Entwicklung beginnt ndmlich mit einem beliebigen Wort w, welches nun
Schritt um Schritt so komprimiert werden soll, dass am Schluss die kiirzest mdgliche
Form herauskommt (vgl. mit Intelligenz in 2.2.3). Bei dieser Entwicklung wird der
Initialzustand, ein syntaktisch inkorrektes Wort w, grosszuigig als Programm in-
terpretiert. Die algorithmischer Komplexitat operiert in diesem Sinne lediglich auf der
raumlichen Dimension und vernachlassigt die Dimension der Veranderung
vollstandig.

Bennetts logische Tiefe mischt die Berechnungskomplexitat und die algorith-
mischen Komplexitat. Sie zahlt ebenfalls die Anzahl benétigter Zustandsiibergénge
um aus einem Anfangszustand ein Endzustand zu berechnen. Dabei bedient sich
Bennett des (nicht berechenbaren) kiirzesten Programmes. Die logische Tiefe ist
ebenfalls ein Mass in der Dimension der Veranderung. Im Gegensatz zur Berech-
nungskomplexitat, welche vorallem nur qualitativ eingesetzt wird, ist die logische
Tiefe ein quantitatives Mass.

Die thermodynamische Tiefe von Lloyd und Pagels operiert ebenfalls auf der
Dimension der Veranderung. Es ist dies das erste Mass, welches dies explizit tut. Es
ist das kompletteste dieser vier Masse, da es sowohl mathematisch als auch
physikalisch definiert und auf Plausibilitat tberpruft worden ist.

Die Shannon'sche Information betrachtet nur eine Ebene und berechnet ein
Mass uber die vorkommenden strukturellen Elemente. Dabei behandelt das Shan-
non'sche Informationsmass aber alle Elemente, wie wenn sie auf der untersten Stufe
der Hierarchie stiinden, ohne das semantische Gewicht eines Elementes zu
beriicksichtigen (die Multiplikation ist semantisch schwerer, da auf h6herer Ebene,

Tiefe

[y
v
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als die Addition). Der Informationsgehalt presst also Objekte von Level N auf den
Level 1.

Er betrachtet lediglich die syntaktischen Elemente. Die Masse der Tiefe ge-
wichten eine Multiplikation starker als eine Addition. Das Gleiche gilt, zumindest fur
dieses Beispiel, auch fur die algorithmische Komplexitat, bei welcher eine Multipli-
kation ein langeres Programm benotigt, als eine Addition.

4.4. Objektive und Subjektive Komplexitatsmasse

Bei der Definition von Komplexitat gibt es zwei Arten von Subjektivitat. Einer-
seits ist die Definition des Masses
selber von Person zu Person unter-
schiedlich, d.h. jede Person definiert
und versteht die Komplexitat anders.
Andererseits kann die Komplexitat
explizit abh&ngig von einer Person
definiert werden. Im ersten Fall ist
ein System und ein Versuchsleiter
da, der misst wie komplex das Sy-
stem ist. Im zweiten Fall besteht die

Versuchsanordnung aus einem Sy- objektive Anordnung subjektive Anordnung
stem und einer Versuchsperson
(VP), welche mit dem System inter- Abbildung 8: objektive und subjektive Masse

agiert. Dabei misst ein Versuchslei-

ter, wie komplex das System fir die

Versuchsperson ist. Die ersteren Masse beziehen sich also auf ein System, die
zweiten auf ein System relativ zu einem anderen. Erstere Art nennen wir von nun an
objektiv oder absolut (da kein Zwischensubjekt vorhanden ist) und zweite Art nennen
wir subjektiv oder relativ.

In Abbildung 8 ist dieser Sachverhalt dargestellt. Nicht unwesentlich ist, dass
alle Systeme teil eines Kontextes sind, auch wenn der Versuchsleiter dies eigentlich
nicht will. Ausserdem ist die Bedeutung der Pfeile wichtig: Die Doppelpfeile sagen
aus, dass eine Wechselwirkung zwischen den Systemen geschieht. Die gestri-
chelten Pfeile sind die nicht erwiinschten Seiteneffekte, die durchgezogenen Pfeile
sind die beobachteten Interaktionen.

Die meisten Komplexitdtsmasse sind objektive Masse. Mathematik, Physik und
Biologie interessieren sich nur fur solche Masse. Erst die Psychologie versucht
subjektive Masse zu definieren. Inkongruitat (vgl. 2.14) ist ein Beispiel fur diesen
Ansatz. Aus der Definition von Subjektivitat ist ersichtlich, dass subjektive Masse
aus objektiven zusammengesetzt werden konnen. Dies wurde z. B. auch fur bei der
Inkongruitat (Vgl. [Rauterberg 1995]) gemacht. Ahnliches wurde hier fur die algo-
rithmische Komplexitat (vgl. 2.2.3) durchgefihrt.

4.5. Unverstandlichkeit und Schwierigkeit vs. Komplexitat

In der Einleitung wurde gesagt, dass die Komplexitat damit zu tun habe, wie
unverstandlich und schwierig ein System sei. Durch die verschiedenen darge-
brachten Argumente, besonders aber durch das Mass der Inkongruitat, ist klar er-
sichtlich, dass es umgekehrt ist, namlich das Unverstandlichkeit und Schwierigkeit
Funktionen der Komplexitat sind. Die Definition von Unverstandlichkeit benotigt zwei
Systeme. Jedem System (oder einem Teil) kann nun eine Komplexitat zugeordnet
werden. Die Unverstandlichkeit ist eine Funktion dieser Komplexitaten, zum Beispiel
der Differenz (oder Inkongruitat).

Nach der These von Lloyd und Pagels (vgl. These 1 in 2.8.2) gibt es aber drei
verschiedene Arten von volliger Unverstandlichkeit: Wie schon in der Einleitung
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erwahnt, kann es sich um die prinzipielle Unfahigkeit berhaupt handeln (wie Tou-
ringmaschine und Halteproblem) oder das betrachtete System ist zu ,dumm* und
musste lernen. Es kann nun aber auch sein, dass etwas zwar zum aktuellen Zeit-
punkt prinzipiell unmdoglich ist, weil die Zeit zu kurz war, um den benétigten Kom-
plexitatslevel zu erreichen, aber in absehbarer Zeit moglich sein wird.

Schwierigkeit kann direkt mit der Kompliziertheit nach Frese (vgl. Einleitung)
definiert werden.

Unverstandlichkeit und Schwierigkeit konnen somit durch die subjektive
Komplexitat ausgedrickt werden.

4.6. Komplexitat und Hierarchien von Komplexitaten

Im Zusammenhang mit Komplexitat zeigen sich zwei fast widersprichliche
Betrachtungsweisen. Einerseits gibt es die kontinuierliche Betrachtung, wie sie im
Kapitel 2 dargestellt wurde, andererseits scheint es Stufen komplexer Systeme zu
geben. Darauf deuten zum Beispiel die in den Kapiteln 0, 3.2 und 3.4 erwéahnten
Hierarchien hin. Besonders die Komplexitatshierarchie der Formalismen in 3.2 ist ein
mathematisch genaues Konstrukt.

Es stellt sich die Frage, ob es sich bei den Komplexitdtsmassen nicht gleich
verhélt, wie mit der Shannon‘schen Information. Diese operiert im Breite-Tiefe-Mo-
dell nur auf der untersten Ebene und presst alles, was weiter oben ist, in diese hin-
unter. Es kbnnte durchaus sein, dass die verschiedenen Masse in Kapitel 2 sich
insofern ahnlich verhalten, als dass sie nur auf einer Ebene sind und fir jede solche
Ebene neu angewandt werden mussen. Die thermodynamische Tiefe wird zum
Beispiel fur die Quantenphysik und die klassische Physik durch Lloyd und Pagels
jeweils neu definiert.

Die Interpretation solcher Komplexitatstufen ist durchaus interessant. Zum
Beispiel deutet die Anwesenheit solcher Stufen auf die in der Einleitung erwdhnten
Emergenzphanomene hin. Dabei stellt sich die Frage, welche Komplexitat bendtigt
ein System, um ein bestimmtes Phanomen zu zeigen, wie z. B. das Bewusstsein
beim Menschen. Ausserdem ist die Frage interessant, ob ein System von einer Stufe
auf die nachste aufsteigen kann.

Reduktionisten sind der Ansicht, dass sich samtliche Gebiete der Wissenschaft
auf physikalische Kategorien reduzieren lassen, sich also durch die physikalischen
Gesetzte allein erklaren lassen. Diese Ansicht entspricht einem stufenlosen Kom-
plexitatsmass. Im Gegensatz dazu steht die Ansicht, dass sich bei geniigend hoher
Komplexitat eines Systems Phanomene ergeben, die durch die bis anhin giltigen
Gesetze nicht mehr beschrieben werden kénnen. In so einem Fall tritt eine neue
Komplexitatstufe auf. Dies ist die viel diskutierte Frage von Syntax vs. Semantik.

4.7. Modellierung von Komplexitat

Zum Messen der Komplexitat bendtigen wir Realitét
ein Modell. Diese Modell formalisiert
Zusammenhange aus der ,Realitat’ (vgl. Abbildung @ -
9). Das Modell kann zum Beispiel die C/

Touringmaschine sein. Aus der Diskussion in 4.1
kam als Teilresultat heraus, dass jedes Modell eine
bestimmte Komplexitat hat. D.h. das gewéhlte Mo-

Modell

Abbildung 9: Modellbildung
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dell ist ein Teil der Subjektivitat, die in den objektiven Massen versteckt vorhanden
ist. Das Modell und die Abbildung eines Sachverhaltes in dieses Modell sind wich-
tige Faktoren fur die gemessene Komplexitat. Um genau diesen Umstand dreht sich
die Diskussion, die durch Godel angefacht wurde (Vgl. Kapitel 3.2). Die Argumente
von Go6del und Rosen zeigen ndmlich, dass es zu jedem Modell ein Modell gibt, das
noch komplexer ist. Es gibt also ein Modell, das komplexer als die Touringmaschine
ist, und dem somit weniger Zahlen zufallig erscheinen als der Touringmaschine. Als
Beispiel diene ein Modell, welches weniger komplex als die Touringmaschine ist:
Der Kellerautomat. Der Kellerautomat ist sehr dhnlich der Touringmaschine definiert.
Er hat aber kein Band sondern k Stapel (Ein Stapel ist ein Speicher mit den
Operationen ,Put’ und ,Get’, wobei ,Put’ ein Zeichen schreibt und ,Get' das zuletzt
geschriebene Zeichen holt). Falls k=2, dann ist der Kellerautomat gleich méachtig wie
die Touringmaschine. Fur k=1 gibt es Funktionen, die auf einer Touringmaschine
berechenbar sind, nicht aber auf einem Kellerautomaten. D.h. es sollte Worter
geben, die auf einem Kellerautomaten algorithmisch zufallig sind, nicht aber auf
einer Touringmaschine.

Somit stellt sich die Frage aus Kapitel 4.1 neu: Wo soll das Maximum der
Komplexitat sein. Je starker das Modell fur die Komplexitat ist, desto weniger algo-
rithmisch zufallige Zahlen gibt es. D.h. die logisch tiefen Zahlen sind tendentiell auch
die algorithmisch komplexesten. Es gibt tibrigens keinen Grund anzunehmen, dass
die neu nicht zufalligen Zahlen im neuen Modell eine grosse Komplexitat haben.

In dieser Diskussion wurde die Situationen betrachtet, in der das gewahlte
Modell explizit die Touringmaschine ist. Wie verhalt es sich aber nun bei der ther-
modynamischen Tiefe, die nicht auf jener definiert wurde? Die thermodynamische
Tiefe ist nicht fir ein bestimmtes Modell sondern flir beliebige Modelle definiert. Sie
behandelt Zustande, die in einem solchen angenommen werden kénnen. D.h. die
thermodynamische Tiefe muss fur jedes gewtinschtes Modell neu angepasst wer-
den. Ein solches kann zum Beispiel das Modell der Quantenphysik oder der klassi-
schen Physik sein, aber auch ein mathematisches Modell, eben wie z. B. das der
Touringmaschine.

Um ein angemessenes Mass fur Komplexitat zu finden, muss deshalb eine
genugend starke Modellierung gefunden werden.
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5. Zusammenfassung

Im Kapitel 2 wird eine Reihe von Komplexitatsmassen vorgestellt. Diese Auf-
zahlung ist sicher nicht vollstandig und es exisitieren zweifellos Masse, die grossere
Bedeutung haben, als einige der hier aufgefuhrten.

Es fallt auf, dass Komplexitdtsmasse, welche von grosser theoretischer Bedeu-
tung sind wie zum Beispiel die Berechnungskomplexitat, die algorithmische Kom-
plexitat oder die thermodynamische Tiefe zwar generell, aber in der Anwendung
(zum Beispiel die Komplexitat eines Huhnes) nur schwer zu gebrauchen. Andere
Masse wie zum Beispiel einige Ansétze aus der Biologie oder die Inkongruitat sind
zwar auf dem speziellen Gebiet gut anwendbare Masse, kbnnen aber nicht als
grundsatzliches Mass fur Komplexitat betrachtet werden.

Die wichtigsten Masse aus theoretischer Sicht sind: Die Zeitkomplexitat (Be-
rechnungskomplexitat) als Mass fur die Machbarkeit, die algorithmische Komplexitat
als Mass fur Zufalligkeit, die logische Tiefe als spezielles Tiefenmass auf der Tou-
ringmaschine, sowie die thermodynamische Tiefe als allgemeines Tiefenmass.

Kapitel 3 enthalt einige Argumente und Konzepte, welche mit Komplexitat zu
tun haben. Als erstes wurde das Konzept von Komplexitatsebenen eingefihrt. Dies
anhand den Beispielen der Mengenhierarchie (3.1), von Syntax und Semantik (3.2),
sowie Mikro- und Makrozustanden (3.3).

Dann wurde die Theorie der Simplexe und der Komplexe eingefiihrt, womit
Zusammenhange in einem Kontext einfach modelliert werden kbnnen und die
ebenfalls eine Hierarchie darstellen (3.4). Die Dimensionalitat eines Simplexes ist
ein Mass fur die Komplexitat dieses Simplexes. Weiterhin wurde der zellulare Au-
tomat als ein einfaches Modell angegeben, bei dem einige Phdnomene komplexer
Systeme betrachtet werden kdnnen (3.5).

Die Sammlung wird abgeschlossen durch einige psychologischen Betrach-
tungen. Es wurde der Begriff der Exformation als Alternative zur Shannon‘schen
Information eingefiihrt (3.6).

In Kapitel 4 wurden die Masse, Argumente und Konzepte geordnet und in Zu-
sammenhang gebracht. Dabei interessierte zuerst der Zusammenhang zwischen
Information und Komplexitat (4.1). Dabei ist klar, dass kleiner Informationgehalt auch
kleine Komplexitat bedeutet. bei grossem Informationsgehalt ist es nicht eindeutig,
ob eine grosse oder eine kleine Komplexitat zugeordnet werden muss. Es wurde
ersichtlich, dass das dem Komplexitatsmass zugrunde liegende Modell eine zentrale
Rolle spielt.

Als nachstes wurden die Begriffe Tiefe und Breite eingefuhrt (4.2) und auf die
theoretisch wichtigsten Masse angewandt. Einzig die algorithmische Komplexitét ist
ein Breitenmass. Die andern drei (Berechnungskomplexitat, logische Tiefe und
Thermodynamische Tiefe) sind Tiefenmasse. Ausserdem wurde die Idee vertreten,
dass die Shannon‘sche Information ein Breitenmass ist, und dabei die Elemente auf
der untersten Ebene betrachtet (4.3). In 4.4 wurden objektive und subjektive Masse
mittels zwei bzw. drei Systemen definiert und gezeigt, dass eine praktische
Definition (z. B. die Inkongruitét) eines subjektiven Masses zwei objektive Messun-
gen enthalt.
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Die Begriffe Unverstandlichkeit und Schwierigkeit konnten ins rechte Licht ge-
rickt werden. Beide kdnnen namlich auf subjektive Komplexitat zurickgefuhrt wer-
den (4.5).

Insbesondere die Resultate von Gddel [GAdel 1931] und Rosen [Rosen 1989]
deuten darauf hin, dass es Komplexitatsstufen. gibt. Die in Kapitel 2 aufgezéahlten
Komplexitatsmasse zeigen keine solche Stufen. Es wurde die Annahme vertreten,
dass die Masse nur auf einer Komplexitatsstufe definiert worden sind, und auf an-
deren nicht von vornherein gelten (4.6) .

Zum Abschluss wurde das Modellieren von Komplexitatsmassen betrachtet. Es
wurde argumentiert, dass die Wahl des Modells entscheidenden Einfluss auf die
Brauchbarkeit des Komplexitdtsmasses hat und dass z. B. die Touringmaschine
nicht machtig genug ist. Es wurde auch gezeigt, dass die thermodynamische Tiefe
im ersten Ansatz auf keinem Modell definiert wurde. Sie muss deshalb fur die
bendotigten Modelle neu definiert werden. Dies wurde fir die Quantenphysik und die
klassische Physik von Lloyd und Pagels schon getan (4.7).
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